TD d’ Analyse complexe
(2025-2026)

Séance 7
Exercices du chapitre 4

Exercice 8. (Calcul d’une intégrale)

Soit v : [0, 2] — C le lacet défini par v(¢) = 1 + 3e’. Calculer Iintégrale

[torin ()

ol I’on choisit la détermination principale du logarithme. On exprimera le résultat sous la forme d’une série convergente.

Solution 8
La fonction f(z) = log(z)sin(1/(z — 1)) est holomorphe dans le disque épointé D(1, 1)\ {1}. Calculons le résidu en
z = 1. Pour ce faire, on développe log et z — sin(1/(z — 1)) en série de Laurent au voisinnage de z = 1 :

1
log(z Zak (z—1)* sin<2_1>=Zbl(z—l)l

kez lez
ol
0 sik <0 0 S? k=0
ap = { (— 1)kt sinon et by, =40 L Sf k=-2p<0
k % sik=—-2p+1)<0

Ces deux séries son normalement convergentes sur tout compact de D(1, 1) puisque les deux fonctions initiales y sont
holomorphes, ce qui permet le calcul du produit de Cauchy pour tout z € D(1,1) \ {1} :

. 1 B+l
log(2) sin (z—l) :k%:zakbz (z—1) me (z—1)™ Vz € D(1,1) \ {1},

Ol €y = D, 7 Gm—nby est absolument convergente pour tout m € Z, et la série précédente, converge normalement sur
tout compact de pour tout D(1,1) \ {1}. En particulier, la série converge uniformément sur le cercle C(1, 3), et on peut

donc I'intégrer terme a terme. On sait d’avance que seul le terme en (z — 1)™ pour m = —1 est non nul :
/log(z)sin( ) dz = Zcm/ z—1)" =c_ 1/ dz = 2mic_.
v me”Z

Ainsi,

(1 . S v~y
[ylog(z) sin (zl) dz = 2mi Z a—1-nby = (2i) Za—1+(2p+1)b*(2p+l = Z p(2p + 1)!

nez p=0

Exercice 13. (Transformée de Laplace)

Soit f : R4 — C une fonction intégrable. Pour tout complexe z tel que Re(z) > 0, on pose

Lf(z):= /000 e f(t)dt

1. Montrer que f est bien définie et holomorphe sur Q := {z € C | Re(z) > 0}.



2. Soit N
AG) = {ser]| /O e~ |f(1)| dt < oo,
et soit
o(f) :==1inf A(f).

Démontrer que £f admet un unique prolongement holomorphe sur I’ouvert €2, := {z € C | Re(z) > a(f) } et
déterminer ses dérivées a tout ordre.

Solution 13 1. On applique le raisonnement vu au TD précédent pour la fonction I' : on commence par remarquer que
pour tout € > 0,

ferzm /6 e P f(t)dt

est holomorphe (par la combinaison des théorémes de Morera et de Fubini, ou par convergence uniforme des
approximations de 1’intégrale par série de Riemann). Puis pour Re(z) > 0, on a la majoration

/ Ie‘tzf(t)ldtZ/ e” O] dt < [Ifllrr.)
0 0

ce qui permet de montrer facilement la convergence uniforme sur 2y de f. vers f lorsque ¢ — 0. On conclut
par le théoreme de Cauchy selon lequel une limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes est holomorphe
(conséquence du théoreme de Morera).

2. D’une part on remarque que o(f) < 0, puisque I'intégrabilité de f, donnée par hypothése, assure que
10, +00[ C A(f).

Ainsi, Qo C Q,, et le fait que Lf(z) soit toujours bien définie et holomorphe pour tout z € ), s obtient littérale-
ment par le méme raisonnement qu’a la question précéddente.

Exercice 14. (Calcul d’une intégrale)

Soientn € Neta € Rtelsque n > 2 et € |—1,n — 1[. Calculer I'intégrale

oo ta
[
o 1+t

On pourra utiliser un contour comme sur la figure ci-dessous

L 9

Solution 14
Voici un exemple de rédaction efficace pour ce type d’exercice.

1. Application du théoréme des résidus. On note log la détermination principale du logarithme avec branche de

coupure sur R_ = [0, +00). Soit f : C\ R_ — C la fonction méromorphe définie par
e log(z)
f) =

Notons 7. r le contour de Jordan représenté sur la figure, et {2 g I’ouvert borné qu’il délimite. Pour calculer fv - f(2)dz,
on applique le théoréeme des résidus [Théoréme 4.3 du cours] :



(i) C\ R_ est ouvert et contient le contour de Jordan 7. r et son intérieur €2, p.
(ii) f est holomorphe sur (C\ R_) \ {zo} et admet une seule (donc un nombre fini de) singularité isolée en zy € Q. g.

On a donc
(2) dz = 2im Resf(29).

Ye,R

A I’examen, quand vous utilisez un théoréme, n’oubliez pas de vérifier soigneusement les hypotheses, au moins pour les
premieres questions. Corollaire : bien réviser les hypotheses des théoréemes importants du cours !
2. Calcul du résidu. Calculons le résidu de f en zg. Comme f s’écrit

r=1
avec g(zo) # 0 et h(zg) = 0, mais h'(zg) # 0, la singularité isolée en zy est un pdle d’ordre 1. On a donc

Resf(zp) = lim f(2)

Z—Z20
s Z— 20
= lim g(2) h(z)
B ) z— 20
=9(0) I
_ 9(20)

R (20)

Ainsi,

2im
/ f(z)dz = _ AT gilat
Ve, R n

3. Calcul de chaque morceau de I’intégrale. On décompose
/ f(z)=A+B-C-D
Ye,R

ol chaque lettre désigne I’intégrale sur I’une des portions des contours d’apres le dessin ci-dessous Dans ce type d’exer-
cice, pour gagner du temps, n’hésitez pas a procéder ainsi a des “définition par le dessin”.

<

D’une part,

R
ta
A:/E 1+tndt:I+r1(€)+r2(R)

oury(e) = 0lorsque ¢ — Oetry(R) — 0 et R — oo (par convergence absolue de I’intégrale). D’autre part, pour R > 1,
2R eRe (a log(Rew)) 27 R & Re(log(R)+10) 27TR1+Q

2w .
B| <= sup |f(Re") < == sup , < =
1Bl N gef0,27/n] £ (ReT)] N geo,2n/n) |1+ Rrein?| n R —1 n(R™—1)




donc, comme 1 4 o < 7 par hypothese, B — 0 lorsque 2 — co. Ensuite,
alog’(te = ) om teeiadF 2 i(ot1)2x
¢= / FEEZ ZTMt:/ 17“61 ™/ dt = e TV 4 ra(e) + r4(R)
. t

ou r3 et r4 sont encore des fonctions-restes convergent vers 0 lorsque ¢ — 0/R — oo. Enfin, pour € < 1, on par une
majoration similaire au cas de B

donc comme 1 4+ « > 0 par hypothese, D — 0 lorsque € — 0.

4. Conclusion. En passant a la limite pour € — 0 puis R — oo dans 1’égalité

L2 i E A4 BoC— D

on obtient donc
2

o x . 2
_Zpile )T — (1 — eilat DT == =
e e — , _ , _ )
n ( ) n eet)T i@t DT psin ((a+1)Z)

211 1 s

Exercice 9. (Lemmes du petit et du grand cercle)

1. (Lemme du petit cercle). Soient o, 8 € [0,27] tels que & < S, et pour tout > 0, soit v, : [a, 5] — C le
chemin défini par v,.(t) = a + re®. Soit R > O et f : Dr(a) \ {a} — C une fonction méromorphe en a telle que
Vo(f) > —1 (i.e., f admet un pole d’ordre 1, ou une singularité illusoire en a). Démontrer que

lim | f(2)dz = (8 — «a)iRess(a).
r—0 "y

2. (Lemme du grand cercle). Soit Ry > 0 et Q C C tel que yr([er, 8]) C Q pour tout R > Ry. Soit f : Q — C une
fonction holomorphe. On pose

M(R) = sup {|/(2)|
Montrer que si M (R) = o(R™!) pour R — oo, alors

2 € 7r(la. B) }.

lim / £(z)dz = 0.

R—0 R

 t*1In(t)
I, = 71
o -
est absolument convergente, et déterminer sa valeur. On pourra se servir du contour représenté sur la figure ci-
dessous

3. Pour « € |1, 1], montrer que 1’intégrale

<
<
<
<




Solution 9 1. En développant f en série de Laurent au voisinnage de la singularité isolée a, on peut écrire

fz) = Besrl@) oy

zZ—a

oll g est holomorphe sur Ds(a) pour un certain § > 0. On a donc

(z)dz:Resf(a)/ ziadz+/7 g(z) dz.

Ir Tr

D’une part, par continuité de g, pour r < g, le second terme peut étre estimé par

/ g(z)dz

s

< vl sup |g(2)] < (B —a)r max [g(z)] = or—0(1).
ZEYr ZED(S/Q(G/)

D’autre part, on a le calcul explicite
1 L
/ dz = / —,eirem do =i(8 — ).
b Z TG o e’

/ f(z)dz =1i(8 — a) + 0r—0(1).

r

Ainsi,

2. Pour cette question, il suffit d’effectuer une majoration directe de 1’intégrale.

3. L’intégrande est intégrable au voisinnage de 0 et de +oo par le critere de Riemann, et est bornée sur tout compact
(puisque In(1) = 0), donc elle est intégrable sur R..
On pose

e log(z) log(z)
() = —F——
z4—1

ol log est la détermination du logarithme définie par

log(re’’) :=logr +if

pourr > 0etf € |-7F, 37”[ (i.e., on choisit la branche de coupure sur la demi-droite imaginaire négative). Notons
qu’avec ce choix,
log(—1) = im.

La fonction est alors holomorphe dans le domaine €). r bordé par le lacet représenté sur la figure, o ¢ < 1 est
le rayon des petits demi-cercles, et R > 1 celui du grand cercle. Sur Q := C \ (i[0, oo[), f admet une singularité

illusoire en z = 1 (puisque log(1) = 0), et un pdle d’ordre 1 en z = —1, dont le résidu est donné par
Resf(—1) = e
2
Ainsi,

(a) L'intégrale sur le petit demi-cercle centré en 1 tend vers O pour ¢ — 0 d’apres le lemme du petit cercle (le
résidu étant égal a 0).
(b) D’apres le lemme du petit cercle, I’intégrale sur le petit demi-cercle centré en —1 tend vers (compte tenu de

I’ orientation)
71'2 .
—im Resy(—1) = —76”““.
(c) Lintégrale sur petit demi-cercle centré en 0 tend vers 0 lorsque € — 0, non pas par le lemme du petit cercle

(car la fonction f n’est pas méroromorphe en 0), mais par majoration directe de I’intégrale :

L F(2)dz

(d) L’intégrale sur le grand cercle tend vers 0 pour R — oo par le lemme du grand cercle.

o Re(log(2)) ] atl /] 21 2
< e sup © : |2 og(2)| _ me og(i) ¥ _
z€y — & 1_¢

o(1).

(e) Lintégrale sur la portion réelle positive du chemin converge vers I, lorsque R — oo et € — 0 (puisque [ est
intégrable sur |0, +o00].



(f) En utilisant la propriété
log(—t) =log(t) +im ¥Vt >0

vérifiée par la détermination du log que nous avons choisie, ’intégrale sur la partie réelle négative du chemin
s’écrit

i(x‘n't(x logt ; . .
/ < (20g + i) dt = ime'®™ I, +ri(e) + ro(R) 4+ ime' " A¢ g.
[e,1—¢]U[1+<,R)] > —1

ol A est une quantité réelle.

On a donc )

i ™ S 7o o
0=1I,(1+e")— 76“” +ime'* " Ac g +ri(e) + r2(R).

et en prenant la partie réelle du résultat, puis en faisant tendre ¢ — 0 et R — 0, on trouve

—iQm

En multipliant par e

donc 5 ) )
7r T T
0=1, - —= 1, = = .
(cos(am) +1) 2 2(1 + cos(am))  4cos?(ar/2)

Un exercice du chapitre 7

Exercice 8. (Calcul de ¢(2k))

Le but de cet exercice est de calculer la valeur de la fonction ¢ de Riemann aux entiers pairs

1
C(Qk):ZW pour k € N*.
n=1

1. Montrer que la fonction
2mi

H(Z) = eQﬂ'iz —-1

est méromorphe sur C. Caractériser ses singularités et les résidus associés.

2. Pour N > 1 entier, on note Iy le contour carré orienté dans le sens direct, de sommets (N+3)(1—4), (N+3)(1+i),
(N + 3)(=1+1) et (N + 3)(—1 — 4). Faire un dessin. Déterminer la valeur de

Ink) = — [ HE)

- dz
2mi Jp, 2%

pour tout entier k£ > 1, en fonction de
¢, == Res (H(2)z~%%;0) .

3. Justifier que I’on a par ailleurs limy _, . I (k) = 0, et en déduire une expression de ((2k) en fonction de cy.
4. Démontrer qu’il existe une unique suite (B, ),ecn de nombres, dits de Bernouilli, tels que

—+oo
z_ 1 |
e 1 S

ol la série converge pour tout complexe z # 0 tel que |z| < 27. Calculer By, By et Bs.

5. Donner une expression de ¢, en fonction d’'un nombre de Bernouilli, et en déduire une epression de ¢(2k).
Solution8 1. C’est une fonction méromorphe comme quotient de fonctions holomorphes sur C. Le dénominateur
admet un zéro en chaque entier n € Z, et ce zéro est d’ordre 1 puisque

d o .
lim — (e*™* — 1) = 2mie*™™ = 27 # 0.

La fonction H admet donc un pdle d’ordre 1 en chaque entier n, avec un résidu donné par

2mi
Resp(n) = 2—:: =1

Sans surprise, le résidu est a chaque fois le méme puisque H est 1-périodique (H (z + 1) = H(z) pour tout z € C).



2. En appliquant le théoreme des résidus, on obtient
R
In(k) = 2mic, + Ami Zl 5
n=

3. On remarque que | H (z)| est borné uniformément par rapport a N > 1 sur tout le contour I' . En effet, pour tout z
sur ’un des bords verticaux du carré, ona z = £(N + %) + 4t pour des ¢ réels, et ainsi

e27riz —1= ei‘n'f27rt _1= 7(]_ + e*?ﬂt) < —1.
En particulier, |H (z)| < 27 sur les deux cotés Est/Ouest. Sur les cotés Nord/Sud, on a
|H(z)| = T2 (VD)

- L _ 1 o 1 o
donc |e?™* — 1| est minoré par 1 — e~ 2"(N+3) ~n . 1 sur le coté Nord, et par e2"(N+13) — 1 — oo sur le coté

Sud. Dans tous les cas, ceci nous permet d’obtenir |H(z)| < C pour une certaine constante indépendante de N.
Comme d’autre part, on a |z| > N pour tout z € Iy, ceci implique

[y (k)| < [Py sup |i(§,3| < O(N)-O(N~2) = O(N'?*) = o(N 1)

puisque k£ > 1. D’apres la question précédente, on obtient donc

Cl
2k) = ——.
4. La fonction z — %5 est méromorphe sur C avec une singularité illusoire en 0 (puisque le numérateur et le
dénominateur ont un zéro d’ordre 1 en 0). Elle admet donc un prolongement holomorphe sur Do,.. Ce prolongement
est développable en série entiere au voisinnage de 0, et la série entirée obtenue a un rayon de convergence au moins
z

€gal a 27 (en fait, nécessairement €gal puisque =~ diverge lorsque z — 2im). Les nombres B,, sont donnés par

lim & i
2=0dzm \er—1)°

En particulier, on vérifie que By = 1, By = %1 et B, =

1
6
a

5. Notons g(z) = —*. Pour z # 0 au voisinnage de 0, on

ok _ 2mig(2miz) 2k _ g(2miz)

H =
(2)2 2miz z2k+1

et en utilisant le développement en série entiere de la question précédente, on en déduit que

o0

By ., . ok
H(z)z7 % = Z F(2mz)"z k-1

n=0
& n;n
_ E :B’ﬂ(2ﬂ-) ¢ Z’n—2k:—1
n! '
n=0

Par conséquent,
Boi(2m) (~ 1)}

cr = Res(H(2)2z72%,0) = k!
et finalement,
(=1)***(27)** B

C(2k) = k) 2

Pour k = 1, ceci bonne



